UNIVERSITE PIERRE & MARIE CURIE LICENCE DEUXIEME ANNEE
ANNEE 2014-2015 MODULE 2M256

Analyse vectorielle, intégrales multiples

Examen deuxiéme session juin 2015
Deuz heures, documents et calculatrice interdits.
Les quatres exercices sont indépendants.

Exercice 1 : Soit C la courbe paramétrée de R® donnée par
x(t) = 2cos(t), y(t) = 3sin(t), z(t) =t avec 0 <t < 27.

a) Calculer un vecteur tangent a C au point M (t) = (x(¢),y(t),2(t)), puis un vecteur unitaire
tangent.

b) Soit Vi le champ de vecteurs défini par V; (z,y,2) = (x + z,y,x). Calculer
/ Vi(M) - dM.
C

¢) Soit Vs le champ de vecteurs défini par Vy = (—y2 sinz, 2y cos x + €, ye®). Montrer qu'il existe
une fonction f telle que Va = grad(f).
d) Calculer f.

e) Calculer/%(M)~dM.
C

Solution de l’exercice 1.

—

a) Un vecteur tangent en M(t) est V(t) = (—2sin(¢), 3 cos(t), 1) et un vecteur unitaire tangent est
. 1 .
Ut) = V(t).
V4sin?(t) + 9 cos2(t) + 1
b) On a

/Cvl(M) AM = /O [(x(t) + 2(£)2"(t) + y()y'(t) + = ()2 (t)]dt

= /%[(2 cos(t) 4+ t)(—2sin(t)) + 3sin(t)3 cos(t) + 2 cos(t)]dt
0

/ [5sin(t) cos(t) — 2t sin(t) + 2 cos(t)]dt

0 2

[sin?(t)]2™ — 2/ tsin(t)dt + 2[sin(t)]3"
0

27
= —2/ tsin(t)dt
0

2T
= 2[tcos(t)]3™ — 2/ cos(t)dt = 4w
0

N | Ot

¢) On calcule le rotationnel. On a E)_t)(f/é) = (e —e*,0 — 0, —2ysin(z) + 2ysin(z)) = (0,0,0).
Comme il est nul et que le domaine R? est sans trou, un résultat du cours nous donne qu’il
existe une fonction f telle que Va = grad(f).



d)

e)

d 0
La relation or _ —y?sin(z) est vérifiée par f = y® cos(x). La relation of _ 2y cos(z) + € est

ox oy
0
vérifiée par f = y? cos(x) + ye®. La relation 8—f = ye® est aussi vérifiée par f = y? cos(z) + ye*.
z
. .
Cette fonction f vérifie les trois relations. Si g est une autre fonction vérifiant grad(g) = Va,

—
alors f — g vérifie grad(f — ¢g) = 0, donc est une fonction constante. La solution générale de
I’équation grad(f) = Vs est donc une fonction de la forme f = y? cos(x) + ye® + c avec ¢ € R.

Comme % est un champ de gradient, on obtient

/CVQ(M) LdIT = F(M(27)) — F(M(0)) = £(2,0,27) — £(2,0,0) = c— ¢ = 0.

Exercice 2 : Soit D le domaine dans R? limité par les courbes z = 3> /9 et y = 3.

a)

o

o

)
c)
)

e)

Déterminer les points d’intersection des deux courbes.
Dessiner le domaine D.

Calculer Daire de D.

Soit C la courbe donnée par le bord de D. Sans utiliser la formule de Green-Riemann, calculer
I'intégrale curviligne
/ yldz.
C

Calculer cette intégrale en utilisant la formule de Green-Riemann.

Solution de l’exercice 2.

(3z)°

Les points d’intersections vérifient I’équation x = = 22, ce qui donne 2% —z = z(x—1)=0

donc x = 0 ou = = 1. Les points d’intersections sont donc (0,0) et (1,3) (ils vérifient bien les
deux équations).

Le domaine D est le domaine compris entre la parabole et la droite considérées.

L’aire de D est l'intégrale (qu'on calcule par le théoreme de Fubini)

//Ddxdy:/o?’ U;//:dx] dy:/og[y/3_y2/9}dy:[y2/6—y3/27]3=9/6—1:1/2.

La courbe C est la réunion d’un segment paramétré par x = x et y = 3x avec x variant de 0 a
1, et d’un arc parabolique paramétré par z = y° /9, y =y et y variant de 3 a 0. L’intégrale est
donc égale a

1 3
/ 9z2dx — / y2d(y?/9) =3 —1/9[y* /28 =3 - 9/2 = —3/2.
0 0

La formule de Green-Riemann et le théoréme de Fubini nous donnent

3 y/3
/dex = / 2ydy N\ dx = —2 // ydxdy = —2/ [/ yd:n] dy.
c D D 0 |Jy2/9

Finalement, on obtient

e = [ s g9y = ~2ly?/9 — 361 = 205~ 0/4) = 32
C 0



Exercice 3 : Soit V = {(z,y,2) € R3, 22 + 1% + 2% < 1} et S le bord de V orienté vers extérieur.
Soit V le champ de vecteurs V(z y,2) = (P2 + 222y, 2% — 52,23 + 2).

I= / / /v (322 + 1)dzdydz.

b) Calculer le flux de V A travers S en utilisant la formule de Stokes-Ostrogradsky.

a) Calculer

Solution de l'exercice 3.

a) On utilise les coordonnées sphériques x = rsin¢cosf, y = rsingsinf et z = rcos¢. Soit
D =10,1] x [0, 7] x [0,27] le domaine de définition de (r, ¢, d). On obtient, en utilisant Fubini,

1 = /// 3r? cos? ¢r? sin pdrdpdh + vol(D)

3
= // rt cos? ¢ sin pdrdpdf + %

= r4dr 2 ind> 4£
([ a0) ([ rar) ([ o osmono) +
3.2

1 cosgb 47
= — + =
5 3 o 3
39 12+47T
= 32r.—-.-+ —
- 3277753 3
15

b) Comme diV(V) =322 + 1, la formule de Stokes-Ostrogradsky nous donne que le flux vaut

P
//Vda—/// d1de:Udydz—I—3—7r

Exercice 4 : Soit V le domaine de R? limité par les surfaces d’équations z = 22 +y? et z = 5—4z?—4y>.
a) Déterminer l'intersection C de ces deux surfaces.

b) En utilisant les coordonnées cylindriques, calculer le volume de V.
/// (2% + zy + y?)dxdydz.
%

a) En combinant les deux équations, on obtient z = 1 et z? + y? = 1. L’intersection des deux
surfaces est donc le cercle dans le plan z = 1 de centre (0,0, 1) et de rayon 1.

c) Calculer

Solution de l’exercice 4.

b) On note R le rectangle [0,1] x [0, 27]. En utilisant les coordonnées cylindriques et le théoréeme
de Fubini, on obtient

5—4r?
vol(D) = /// d:xdydz:// rdrd@/ dz
D R r2

= // (57 — 5r%)drdf = 5.2r[r? /2 — r* /4]§
57TR

2



¢) De méme, en utilisant les coordonnées cylindriques et le théoréme de Fubini, on obtient

5—4r?
/// (2% + zy + y*)dedydz = // 72(cos? 0 + cos 0 sin § + sin® 0)rdrd9/ dz
1% r2
= 5/E/ (r3 —7°)(1 + cos O sin 0)drdf
R

5.2 1
= LT
12
_ T
6



